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L dsungen zum 4Ubungsblatt

Aufgabe 1: Welche der folgenden Sprachen sind régal
e Ly ={07; pprim}

BehauptungL; ist nicht reguér.
Beweis Annahme:L; ist reguhr.
Wegen dem Pumping Lemma gilt dann, dass eswe@ IV gibt, so dassifr jedes Wortw € Lz mit |w| > n
gilt:
w = wvz Mit|uv] <n, v#£e (1)
und _
wv'x € Lg fur jedesi € IN. (2)

Sei also @ir L3 ein solches: € IV gegeben, ung > n eine Primzahl gif3er als:. Betrachte nun das Wort
w' = 0P.

Nach Definition vonLs ist w’ in L3 enthalten, undw’| = p > n, also gelten[{1) undj(2)if w’. Aus (1) folgt
dann
w' = uwvx mit juv| < nundv # e, alsov = 0F mit0 < k <n 3)

und miti = p + 1 folgt aus [R)
wPtle € Ls. 4)

Da L3 nur Worter entkalt, deren lange eine Primzahl ist, bedeutet das, das&*!z| eine Primzahl ist. Aber
jw? ™z = Jwvz| +p- ol =p+p-k=p-(1+Fk)

ist ein Produkt zweier Zahlen diet3er als eins sind(ist als Primzahl gi3er als eins, unfl + k) ist wegen
(B) echt gbRer als eins) und damit keine PrimzahDies stellt einen Widerspruch zu?*'z € L dar. Damit
hat sich die Annahme als falsch herausgestellt, Lnt nicht regudr.

|
o Ly=1L3"

Behauptung: Die durch den regékren Ausdruckr = 00% U ¢ beschriebene Sprache ist gleiégh und
damit istL, regufr.
Beweis:Wir zeigenL, = L(r) indem wir Ly C L(r) undLs D L(r) zeigen:

1. L, C L(r): Seiw € L, gegeben. Da jede Primzahldfter als eins ist, gibt es ib; kein Wort der lange
eins, und somit isfw| # 1 undw # 0. DaL(r) alle Worter auBeP enthlt, ist auchw € L(r).

2. L(r) C Ly: Seinunw € L(r) gegeben.
Fall 1: |w| = 0, alsow = ¢. Dannist auchw in L.
Fall 2: |w| > 1, alsow = 0’ mit I > 1. Betrachte die Primfaktorzerlegung vénr= p; - py---pxn. Da
[ > 1 gibt es solch eine Zerlegung. Damit kahauch als Summe aus lauter Summangggeschrieben

werden:
k

l:ZmWObeik:pg---pN

j=1
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Damit ist
w = (0P1)F

und mit0P* € L3 auch
w e Lg* = L4

Aufgabe 2: Charakterisieren Sie alle reguen Spracheiiber dem Alphabet = {a}.

Behauptung Sei L eine reguire Sprache. Dann gibt esm € IN mit m < nund F C {0,...,n}, so dass
mit! = (n —m + 1) und

L'={a" i€ Fundi <m}U{a"" |k e INy,i € Fundm < i <n}

gilt
L=1I

Beweis L wird von einem deterministischen endlichen Automateakzeptiert. D&% nur ein Symbol enthlt, kann
aus jedem Zustand nein Ubergang zu einem anderen Zustand stattfinden0 Setr Startzustand. Eire Uiberfihrt

0 enweder in sich selbst (dann gibt es keine anderen erreichbareimdaytoder in einen anderen Zustandm

letzteren Falliberfihrt ein weiteres den Zustand entweder i) oder1 oder in einen weiteren Zustar2d In den
ersten beiden&len gibt es keinen weiteren Zustand, im letzteren &adriuhrt ein weiteres 2 in 3 und so weiter.
Der AutomatA besteht also aus erreichbaren zamsten?) = {0,...,n} mit§(i) = i + 1 furi < nunddé(n) = m

mit0 <m < n:

Sei nunF' die Menge der Endzuibhde vonA. Dann ist die vond akzeptierte Sprache gleich der oben angegebene
Sprachel//



Aufgabe 4: Furn > 2 sei der folgende NEM,, gegeben.

%1§ or \2Jo1 3o

1

BehauptungDer aus der Potenzmengenkonstruktion entstehende DE&'rditistanden ist minimal.

Beweis Sei A, = (Q,%,4,s,F), @ = {1,...,n} undP,, der Automat aus der Potenzmengenkonstruktion. Wir
verwenden Satz 2.28 der Vorlesung und zeigen (1) dass jeder ZustBpemeichbar ist, und (2) dass zwei beliebige
Zustandeqy, ¢z in P,, nichtaquivalent sind. Also haP,, keineuberfliRigen Zusinde, und deAquivaIenzkIassenau-
tomat zuP,, ist gleichP,, und damitP,, minimal.

1. Seig € 29. Dann istj erreichbar: Betrachte ein Waut der Langen, w = w,w,_1 - - - w; Mit

_J 1 fallsieq
Wi=1 0 sonst

Dann gilts ({1}, w) = §, denn
° 5({1}, w) D ¢: Seii € g. NachdemA,, aus dem Startzustariddas Wortw,, - - - w; gelesen hat, kann sich
A, im Zustand! befinden, dav; = 1. Danach folgen noch— 1 Symbolew;_; - - - wy, und.A,, kann sich
in Zustand; befinden. Alsa € §({1}, w).
e 5({1},w) C ¢ Seii € §({1},w). Dann muw; = 1 gelten, daA,, sonst nicht in Zustand gelangen
kann. Alsoi € g.

2. Zuje zwei Zusindeng;, ¢z € 2% mit ¢, # ¢ existiert ein Wort, das Zeugéf die Nichquivalenz vorj; und
¢» ist: Dag; # g gibt es einen Zustande Q, der ing;, aber nicht ing; ist. Betrachte das Woft*~¢. Dann ist
n € 6(i,0" 1), alsog, € F,und ur allej € ¢, istn ¢ §(j,w), alsog,, ¢ F. Das heisstj; und ¢, sind nicht
aquivalent.



